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Vorbemerkungen:  Die Matrix A seineine m" n-Matrix ( mZeilenindex, n Spaltenindex)
Im Folgenden beschranken wir uns auf quadratische Matrizen (m=n).

Sel A= g?: %20 ~ eine algemeine Darstellung einer quadratischen
1 g

2 2-Matrix.

Definition: Determinante

Die Determinante der Matrix A= ot %20 - ist wiefolgt definiert:
S, a,p
a, a,
detA=| " Fl=a,0,- a,%,
1 2

Herleitung zum L6sen von LGS mit Hilfe von Determinaten:

Bsp.: Allgemein:
2% +5, =1 |2 v a X +a,% =h &, v
- 3% +2x, =- 11 [¢- 5),D 8% +a,X, =h, [%- alz)
b 19x =57 b x =3 P (a,,- a,8,) % =0b>a,-boa,
a, _|ba,
cH b, a,
D Dy
b D=19;D, =57 b Dxx =D,

Bemerkung: D heif’t Koeffizientendeter minante des Gleichungssystems. Dl erhalt man, indem man die 1.
Salte der Koeffizientendeter minante durch die Elemente der rechten Seite des Gleichungssystems er setzt.

analoges Vorgehen zur Bestimmung von X, resp. D,:
Multipliziert man andererseits die erste Gleichung mit - a,, und die zweite Gleichung mit a,;
und addiert man beide Zeilen dann folgt:

b 19x,=-19 b x,=-1 (a8, - &, %a,) XX, =b, %8y, - b8,
S U LT
a21 a22 a21 b2
D D,
b D,=-19 P D, =D,

Man sieht sofort: Fir D * O hat das Gleichungssystem genau eine L6sung:
X, :%; X, :% (Cramersche Regel')
Beweisidee: Durch einsetzten der L6sungen in die Ausgangsgleichung kann man die
Cramersche Regel leicht bestatigen.

Frage: Was kann man aus dem Ergebnis D =0 schlief3en?
(Hinweis: begrinde deine Vermutung mit der Cramerschen Regel)

! Gabriel Cramer (1704-1752), schweizer Mathematiker.
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Lemma
Zwei Vektoren u,v des R?sind genau dann linear abhangig, wenn det(l],\7) =0 gilt.

Beweis:
Der Ansatz x,U+ x,v =0 filhrt auf das Gleichungssystem
uXx +v,x, =0 Vv, 0
1X1 1772 p detwl l+= D
U X +V,X, =0 guz Vag

Fall (i): fur D1 O existiert genau eine L6sung, ndmlich dietriviale L6sung
Beachte: das Gleichungssystem ist homogen!
b dieVektoren u,v sind linear unabhangig.

Fall (ii): fur D =0 existieren unendlich viele Ldsungen, insbesondere nichttriviale.

b dieVektoren u,v sind linear abhangig.

(8" 3) Determinanten

Um Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und drei Variablen zu untersuchen, benétigt
man dreireihige Determinanten, die auf zweireihige Determinanten zurtickgef iihrt werden:
Unter den algebraischen Komplement A, zu einem Element a; einer dreireihigen
Determinante versteht man die mit (- 1)) multiplizierte zweireihige Determinante
(Unterdeterminante), die durch Weglassen der i -ten Zeile und | -ten Spalte entsteht.

L aplacescher? Entwicklungssatz
Die dreireihige Determinante wird nach folgendem Schema berechnet:
0 manwahlt eine Spalte aus
o man multipliziert die Spaltenelemente a; mit den zugehdrigen algebraischen

Komplementen A
0 man addiert diese Produkte

&, 4, &;

3, Ay 3, a; a, a3
& 9y 323:311)’ '321” +a31)’
a, a, a, ay Ay ap Ay a, Ay

(Bemerkung: esist gleichgtiltig, wel che Spalte man zum Entwickeln auswahlt. Auch Zeilen kdnnen zum
Entwickeln der Determinante genutzt werden.)

Durch die Definition wird die Berechnung einer dreireihigen Determinante auf die
Berechnung zweireihiger Determinanten zurtickgefiihrt. Die I&sst sich in analoger Weise auf
n -reihige Determinanten erweitern.

2 Pierre Simon Laplace (1749-1827), bedeutender franzésischer Mathematiker
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Sarrus®-Regel

Man schreibt neben die dritte Spalte noch einmal die erste und dann die zweite Spalte an und
subtrahiert von der Summe der Produkte in Richtung der Hauptdiagonal e die Summe der
Produkte in Richtung der Nebendiagonale.

a, &, a5 (& &, a5 & &,
Ay By Gy T8y 8y Aypl Ay Ay
8y 83 Qg |8y Qp Agp| 3 Gy

= (@885, + 8,858, +8,,8,8;,) - (858,8); +85,8,,8,; +8,3,3;, )

Aufgabe: Beweise die Sarrus-Regel mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes.

Ubungen:
1) Berechne die folgenden Determinanten:
1 0 2 21 4 ad e
@1]-1 3 -2 (b)yjx 3 - ©0 b f
2 5 4 34 1 0 0 c

2 Erganze die fehlenden Stelle so, dass die Determinante den Wert Null annimmt:
1 [ [
0 1 []

(3) Prife auf lineare Abhangigkeit resp. Unabhangigkeit:

a0 80 A0 85 b'aezo' B

(0]
(@ S0z, £22, Sor (b) LGz
el b

(4)  Gegebensind die drei Vektoren a = ‘?o : T b=

Cars

Man bestimme den Parameter r so, dass a,b, ¢ linear unabhangig sind.

3 Pierre F. Sarrus (1798-1861), franzosischer Mathematiker



