Geometrie 1 Ubungen zum Mathematik-Abitur 13M1-2007/08

Ubungen zum Mathematik-Abitur

Geometrie 1

7 4
Gegeben sind die Punkte M (2]4|2) und P(5|6|4) und die Gerade g:x=| 2 |+7:| 4
-2 2

Aufgabe 1:
Die Ebene E, enthdlt g und M . Bestimmen Sie die Koordinatengleichung von E, .

(Losungshinweis: 2x, +x, +2x;,—12=0)

Losung:
n
Entwicklung der Ebenengleichung durch die Normalenform: E, (;c —;) on=0 mit n= n,
n,

und dem Zusammenhang, dass fiir die Koordinatengleichung E, :n,x, +n,x, + n,x, =d gilt.

—4 7 2 5
Sei LZ =| 4 | der Richtungsvektor zur Geraden g und v=l| 2 |-|4||=| -2 der
2 -2 2 —4

Differenzvektor des Stiitzvektors der Geraden g und dem Ortsvektor m vom Punkt M .
Diese beiden Vektoren liegen in der Ebene E| und sind linear unabhéngig. Daraus folgt, dass
die beiden die Ebene E, aufspannen.
Also gilt:
i Ln = uen=0undvLn = ven=0
und somit folgt:
u,m +u, ny+u,n, =0 < —4n +4n, +2n,=0
v, +v,n, +vin, =0 < S5n —2n,—4n, =0
Durch Multiplikation der zweiten Zeile mit 2 und danach durch Addition der mit der ersten
Zeile folgt:
6n —6n,=0 = n =n,
Wihle n, =2 = n, =2 und mit ersten Zeile der Gleichungen folgt:
—4-24+4n,+2-2=0 = n, =1
2
und somit ist der Normalenvektor n der Ebene E : n=|1 | und fiir die
2
Koordinatengleichung ergibt sich: E, :2x, +x, +2x, = d . Mit der Punktprobe fiir M in E,

folgt:
2:2+4+2-2=d =12 und somit ergibt sich E, :2x, +x, +2x, =12.
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Aufgabe 2:

Féllen Sie das Lot von M auf g. Geben Sie die Koordinaten des LotfuBpunktes L und die

Linge d des Lotes an.

Losung:
Erlduterungen zur Skizze:

mit der Ebene.

Z
—
o

Konstruktion der Hilfsebenen E| :

der Normalenvektor n,.

\

=-4-2+4-442.2=12=d

= E, :—4x, +4x, +2x, =12 vereinfacht
=E, =2x,+2x,+x,=06
Berechnung des Punktes L:sei L=FE, Ng

x, =T7-4r
aus g = x,=2+4r | eingesetztin E, ergibt: —2(7—4r)+2(2+4r)+(-2+2r)=6
X, =—2+2r —14+8r+4+8r—-2+2r==6
18r =18
r=1
7 —4 3
eingesetzt in g ergibt: /=| 2 |+1:| 4 |=|6 [= L(3]6]0)
-2 2 0
Die Linge des Lotes ist gleich dem Abstand zwischen Lund M
2) (3 .
=d(M;L)=[m-1=| 4|-| 6 :‘\/(—1)2 +(=2) +(2)|=V9 =3LE
2) (0
Aufgabe 3:

Bestimmen Sie diejenigen Punkte 4 und B auf g, die von L die Entfernung d haben.

Losung:

E, ist eine Ebene die orthogonal zur Geraden g steht und
den Punkt M enthilt. L ist der DurchstoBpunkt der Geraden

sei M € E, und der Richtungsvektor LZ der Geraden g ist

= E, :—4x, +4x, + 2x, = d mit der Punktprobe fiir M folgt:

Um die Linge d auf einer Geraden abzutragen, benétigt man einen Vektor der Geraden der

Linge eins = wir bilden den Einheitsvektor des Richtungsvektor Z
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—4
Lange des Vektors L7g= 4 =‘,/(—4)2+42+22 =‘M‘=6
2
2
|3
Daraus folgt fiir den Einheitsvektor ujo=é 4 |= % und fiir die Ortsvektoren @ und b
R
3
ergibt sich: Zl=7—d'b? und5=?+d~g.
2 2
3 31 (3) (=2) (5 3 3 -2 (1
a=|6|-3 % =16|-| 2 |=| 4 |und b=|6|+3- % =16+ 2 |=|8
0 1 1 -1 0 ) 1 1
3 3

= A(5]4|-1) und B(1/8]1)

Aufgabe 4:
Bestimmen Sie die Punkte C und D, so dass das Viereck ABCD ein Quadrat mit dem

Mittelpunkt M ist.

Losung:
D c _ L 2 5 -1
mza(a+c):>c:2m—a:2- 41— 4 |=| 4 |=>C(-114]5)
2 -1 5
M 2) (1) (3
%:-(mﬁ):d:zm—i}:z. 4|-[8]=|0|=D(3]0]3)
2 1 3
A B
Aufgabe 5:

Die Gerade g und der Punkt P bilden die Ebene E,. Bestimmen Sie die
Koordinatengleichung von E, . Berechnen Sie die den Schnittwinkel der Ebenen E, und E,.

Losung:
Gleiches Vorgehen und Argumentation wie bei Aufgabe 1 zur Bestimmung der
Koordinatengleichung.
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—4 7Y (5) (2
u, = 4 [;v,=| 2 |-|6|=| 4
2 -2/ l4) (-6

aus n, Lu, = —4n +4n,+2n, =0 und aus n, Lv, = 2n —4n,—6n,=0

Durch Addition der beiden Gleichungen = —2n, —4n, = 0= n, =-2n, Wihle n, =1
= n, = -2 und daraus folgt 2-(-2)—4n,-6-1=0=n, = —% . Durch Multiplikation des

Normelenvektors mit 2 erhdlt man eine ,,schonere* Darstellung der Koordiantenform:
= FE, :—4x, —5x, + 2x, = d mit Punktprobe fiir P folgt: —4-5-5-6+2-4=-42=d
= E, :—4x,-5x, +2x;, =-42

Fiir den Schnittwinkel zweier Ebenen mit den Normalenvektoren nT und nj gilt:

n, on,
CosSq ===
Qe
Daraus folgt:
2) (4
‘ ‘ 1 ol =5
ety 2 2 _|—8—5+4|_ 9 1 5 N .
COSO{_}Z-Z_ 5 N \/§\/E —3‘3\/5—\/3— s = a ~63,4350
Ll -5
2 2
Aufgabe 6:

Uber dem Quadrat ABCD wird eine senkrechte Pyramide errichtet, von der eine Seitenfliche
in der Ebene E, liegt. Berechnen Sie die Koordinaten der Spitze S und das Volumen der

Pyramide.

Losung:
Idee: Da die Pyramide senkrecht ist, liegt die Spitze S auf der orthogonalen Geraden zur

Grundfliche ABCD durch den Punkt M . Die Gerade MS nennen wir -
Der Normalenvektor der Ebenen E, ist der Richtungsvektor LZ der Geraden g,, . Als

Stiitzvektor wird der Ortsvektor m verwendet.

2 2
:>gM:;c: 41+r-1
2 2

Diesen schneiden wir nun mit der Ebene E, :—4x, —5x, +2x, =-42
= —4-(2+2r)-5-(4+7)+2-(2+2r)=-42
= 8-8r—-20-5r+4+4r=-42
=-9r=-18 =>r=2
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2 2) (6
Daraus folgt fir S: s=|4|+2:|1 [=]| 6| = 5(6/6]6)
2 2) 6

Die Hohe der Pyramide ergibt sich aus dem Abstand der Punkte S und M (oder der Lénge
des Vektors SM ).

2\ (6) |-4
S| =[m=3]=| 4 |- 6 |=| -2 | =y + 27+ (47 =36 =6
2] l6) [\ -4

Der Flacheninhalt der Grundflache ergibt sich aus Aufgabe 3: Der Abstand zwischen 4 und
B ist 6. Da ABCD ein Quadrat ist, ergibt sich fiir den Flicheninhalt G = 6> = 36FE .

Und daraus ergibt sich fiir das Volumen V, der Pyramide mit V, = % -G-h:

v, =§-36-6:72VE

Aufgabe 7:

Bei welcher Wahl von S” als Spitze betriigt das Volumen der Pyramide bei gleicher
Grundfléache 144VE ?

Wie groB3 ist dann der Winkel zwischen einer Seitenfliche und der Grundfliche?

Losung:
Sei V' = %Gh* —144VE = h' = % = % =12LE . Um den neuen Punkt S* zu

bestimmen, braucht man einen Normaleneinheitsvektor zur Ebene 4BCD . Aus den
vorherigen Aufgaben ist bekannt, dass der Vektor L?M orthogonal zur Ebene steht. Mit

2
”—g; =2+ 422 =9 =3 folgt fiir ZWOZ% 1
2

Es ist klar, dass man 2 Punkte S” bestimmen kann, die das vorgegebene Volumen begrenzen,
einer ,,iiber* der Ebene 4ABCD und einer ,,darunter”. Aus der Linearkombination fiir den

Vektor S, resp. S, ergibt sich:

2 2) (10
s, =m+12-u, =4 +12% 1|=| 8
2 2) 10
und
2 2\ (-6
s, =m—12-u, O =| 4 —12% 1l=| 0
2 2) -6

=5, (10(8/10) und S, (=6/0|-6).
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Um den Winkel S zwischen der Fliche 4ABCD (oder der Ebene E,) und der neuen
Seitenflidche E; zu berechnen, muss zuvor die Koordinatengleichung der Ebene E, bestimmt
werden.

Wir wissen, dass die Ebene E, z.B. die Punkte 4, B, Sl* enthélt (andere Wahl auch moglich).

Mit diesen Punkten entwickeln wir die Koordiantengleichung: die Koeffizienten der
Koordinatengleichung sind die Koordinaten des Normalenvektors, der orthogonal zur Ebene

E, steht. Somit stehen die Vektoren 4B und A4S, auch orthogonal zu @

—4 5
AB=| 4 ;A—Sl*z 4 unddaaj_ﬁ undn—E}J_A—Sl* gilt:
2 11

—4n, +4n, +2n, =0 . -

durch Subtraktion = -9n, —9n, = 0= n, = —n, wihle n, = -2
Sn,+4n, +11n, =0
= n, =2 und durch einsetzen in eine der beiden Gleichungen folgt:10+4n, -22=0=n, =3

Daraus ergibt sich fiir £ :2x, +3x, —2x, = d mit Punktprobe fiir 4 = 10+12+2=d =24.

2
E, :2x, +3x, —2x, =24 und fiir n, =| 3
-2
ngon,
Fiir den Winkel S zwischen den Ebenen E, und E, gilt: cos S =%
ng |-|ng
2) (2
1o 3
2] |2 4+3-4
=cosf = = | | = 3 =\/ﬁ:>,8z75,9638°
20112 V2 sr+2 24342 31T U7
L] 3
2|2
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